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RÉSUMÉ. Nous montrons que sur une lamination par surfaces de Riemann localement plongée 
dans C 2 , les fonctions C 1 sont localement limites uniformes de fonctions C 1 de l'espace 
ambiant, avec contrôle L p des dérivées le long des feuilles. On en déduit qu'un courant 
dominé par un courant uniformément laminaire dans C 2 est uniformément laminaire. 



Introduction 

Les laminations par surfaces de Riemann sont des objets devenus usuels en dynamique 
holomorphe uni- et multi-dimensionnelle. En dimension complexe 2, toute réunion de graphes 
disjoints dans un bidisque forme une telle lamination, souvent appelée mouvement holomor- 
phe. 

Il est bien connu que l'holonomie d'un mouvement holomorphe n'est en général pas lisse, 
ce qui est source de difficultés. Le problème se pose en particulier pour la détermination de la 
structure locale des "courants structuraux" (Sullivan |Suj . voir en particulier la note p. 236) ou 
"courants dirigés" (Berndtsson-Sibony BS et Fornœss-Sibony [EHj) P ar une telle lamination. 

Nous montrons ici le théorème de régularité suivant pour une lamination par surfaces de 
Riemann plongée dans un ouvert Q C C 2 (Théorème 12 .3(1 . On consultera le paragraphe 12.11 
pour la notion de fonction C 1 sur une lamination. 

Théorème 1. Toute fonction de classe C 1 sur une telle lamination est limite uniforme de 
restrictions de fonctions C 1 de l'espace ambiant, avec contrôle L p des dérivées le long des 
feuilles. 

Il est à noter que ce résultat ne résulte pas directement des théorèmes usuels de régularité 
des homéomorphismes quasiconformes, qui ne traitent que des dérivées transverses aux feuilles 
(en particulier nous ne savons pas étendre notre théorème au cas des laminations par hyper- 
surfaces dans C ra ). 

Le théorème a une conséquence sur la structure locale des courants laminaires (Théorème 
ll.lj) qui était à l'origine de ce travail. Nous obtenons en particulier le résultat suivant (Corol- 
laire H3) : 

Théorème 2. SiT est un courant uniformément laminaire dans fl C C 2 et S est un courant 
positif fermé tel que S <T, alors S est uniformément laminaire. 

Une motivation pour l'étude de la régularité des laminations par surfaces de Riemann 
en dimension 2, et des courants qu'elles supportent, est la question suivante, qui demeure 
toujours ouverte : 
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Existe t 'il une lamination par surfaces de Riemann dans P 2 munie d 'une mesure transverse 
invariante ? 

La réponse (négative) à cette question a été donnée dans des cas particuliers : 

- par Camacho-Lins Neto-Sad |CLSj (voir également Deroin |Dej ) dans le cas où la lam- 
ination est subordonnée à un feuilletage holomorphe singulier. Ces auteurs utilisent la 
construction de Bott d'une connexion plate dans le fibre normal à la lamination, qui doit 
pour ceci être de classe C 1 . 

- Fornaess-Sibony |FS| démontrent un résultat de non existence de telles laminations en 
supposant soit une hypothèse de régularité transverse sur la lamination (voir également 
HM dans ce cas), soit une hypothèse de régularité sur la mesure transverse. Ceci leur 
permet essentiellement de considérer le produit T AT, où T est le cycle feuilleté associé, 
pour parvenir à une contradiction. 

Dans les deux cas, c'est un problème de régularité de l'holonomie qui empêche l'extension 
au cas général. Les difficultés soulevées sont du même ordre que celles que nous rencontrerons 
dans cet article. 



i. Mouvements holomorphes et courants 

1.1. Mouvements holomorphes. Dans tout l'article, le cadre d'étude sera le suivant : on 
se donne une famille C de graphes L a = {w = ip a (z)} au dessus du disque unité B dans C 2 , 
indexée par un paramètre transverse a G r, où r C {0} x D. On supposera de plus que pour 
tout a G r et tout zéD, |^) a (z)| < 1 — e < 1. En passant à la clôture de la famille de graphes, 
on pourra supposer que r est fermée. 

Dans un article classique, Mané, Sad et Sullivan MSS ont montré que l'application d'holonomie 



h z>z > : ({z} xB)n£^({z'}xB)n£ 

est continue et quasiconforme. Une telle application est en général appelée mouvement holo- 
morphe. La famille de graphes C admet ainsi une structure de lamination par surfaces de 
Riemann. Concluant une longue série de travaux, Slodkowski [Sï] a démontré qu'un mouve- 
ment holomorphe défini sur r admet toujours une extension à un mouvement holomorphe de 
C tout entier. La preuve à notre avis la plus accessible de ce théorème est celle de Chirka |H] , 
Après extension, l'holonomie est définie dans C et quasiconforme, elle vérifie donc une 
équation de Beltrami 

dh 0z ,dh 0z 

Il est connu que z h- > n z (w) est holomorphe, et donc d'après le lemme de Schwarz, \/i z \ < \z\. 
En particulier le coefficient de Beltrami fi z est arbitrairement petit si le temps de vie du 
mouvement holomorphe est suffisamment court. 

Une conséquence est que l'application d'holonomie est Hôldérienne. Il est possible de donner 
une preuve directe du caractère Hôlder de l'holonomie de la façon suivante : si a, (3 G r sont 
distincts, la fonction 

k : s ^ -log- \<p a (s) - (pp(s)\ 
est harmonique et strictement positive. De l'inégalité de Harnack 

l-\z\ k{z)_ l + \z\ 



l + |z| - fc(0) 
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on déduit que 

2^ \<p a {0) - W (0)|^ < \<p a {z) - yp{z)\ < 2^ 1^(0) - ^(0)|^R . 

Un corollaire est que la constante de Hôlder peut être choisie arbitrairement proche de 1, 
quitte à réduire le disque de base. 

1.2. Courants laminaires et dirigés. Si \i est une mesure positive finie sur r, la formule 

T = J[L a ]dn(a) 

définit un courant positif fermé de masse localement finie dans D 2 qui est dit uniformément 
laminaire et subordonné à la lamination C. 

On peut définir une autre classe de courants associés à C. Sullivan |Suj définit les courants 
structuraux -que suivant Sibony, nous appellerons dirigés- comme le cône convexe fermé 
engendré par les courants de la forme iô p (d£(p) Ad£(p)) où d£(jp) est une forme C-linéaire dont 
le noyau est T p L, où L est une feuille de C et p G L. Dans la situation ci-dessus, on peut 
normaliser le choix de d£ en imposant que d£(0, 1) = 1 ; alors si p G L a , d£(p) = dw — ip' a {z)dz. 
On vérifie aisément que la (1,0) forme d£ est continue, et un courant positif est dirigé par C ssi 
T A dé = 0. Il est clair qu'un courant uniformément laminaire est dirigé. Plus généralement, 
tout courant de la forme fT, où T est uniformément laminaire et / G L} C (||T||) (||T|| désigne 
la mesure trace de T) est dirigé. 

La question que nous nous posons est alors la suivante : est il vrai que tout courant positif 
fermé dirigé par un mouvement holomorphe C est uniformément laminaire ? Si C est de classe 
C , le résultat se trouve dans |Suj . Dans le cas général nous n'avons que le résultat partiel 
suivant. 

Théorème 1.1. Soit T un courant uniformément laminaire subordonné à une lamination par 
graphes au dessus de D. Alors tout courant positif fermé de la forme fT, où f G L^ e (||T||), 
£ > 0, est uniformément laminaire. 

Corollaire 1.2. Si T est uniformément laminaire et S est un courant positif fermé tel que 
S <T, alors S est uniformément laminaire. 

Démonstration. En effet d'après le théorème de Radon-Nikodym il existe une fonction mesurable 
< / < 1 telle que ||5||=/||T||. Par ailleurs le courant T admet une décomposition polaire 

T = f (t(p),-)d\\T\\(p), 

où t(p) est un (1,1) vecteur positif de norme 1, défini ||T|| presque partout. T étant uni- 
formément laminaire, le vecteur t{p) est presque partout simple, i.e. de la forme ieAë. On en 
déduit aisément que S = f(t(p),-)fd\\T\\(p) = fT. □ 

Remarque 1.3. Le résultat étant de nature locale, le théorème vaut également pour un 
courant subordonné à une lamination plongée dans une surface complexe. 

La preuve du théorème 11 .ll aue nous présentons maintenant est en quelque sorte une version 
rigoureuse du raisonnement heuristique suivant 

d(fT) = ==> / constante le long des feuilles. 

Elle repose de manière cruciale sur le théorème d'approximation 12.31 
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Preuve du théorème. On pose S = fT. Soit x une fonction continue sur la transversale r. On 
peut prolonger x en une fonction, toujours notée x> constante le long des feuilles. 

Lemme 1.4. Le courant xS est fermé. 

Démonstration. Soit cf) une 1-forme test. On veut montrer que (xS,d(f>) = 0. Supposons pour 
un instant que Pholonomie soit lisse de classe C 1 . Dans ce cas on peut écrire 

( X S, d<t>) = -(S, d X A <j>) = f ( f fd X ^ A dfi(a) = 



car x est C 1 et constante le long des feuilles. 

Dans le cas général la fonction x n'est plus C 1 , et les calculs précédents n'ont plus de sens. 
D'après le théorème I2.3| pour tout 1 < p < oo x est limite uniforme d'une suite de fonctions 
lisses Xn de sorte que les dérivées de Xn le long de L a tendent vers dans L p , uniformément 
en a. On choisit p > , et on écrit alors 

(xS, d(f>) = \im{xnS, d(f>) = J yj fdx n A Aj d/j,(a). 

Ce dernier terme tend vers car / E L 1+£ et p > □ 

Le théorème est alors une conséquence directe de la caractérisation suivante des courants 
uniformément laminaires. 

Lemme 1.5. Soit S un courant positif fermé porté par L, tel que pour toute fonction x 
continue et constante le long des feuilles, xS soit fermé. Alors S est uniformément laminaire. 

Démonstration. On veut montrer que le courant S est dans le cône convexe fermé engendré 
par les [L Q ]. Supposons le contraire. D'après le théorème de Hahn-Banach, il existe une forme 
test (j) telle que {[L a ],(p) < pour tout a et (S,<f>) > 0. On considère alors un recouvrement 
fini de r par des ouverts U{ de diamètre inférieur à j^, et une partition continue de l'unité 
9i associée. On prolonge les fonctions 6i de manière constante le long des feuilles. D'après le 
lemme, chacun des courants OiS est fermé. De plus 

donc il existe i tel que (6iS, <$>) > 0. On pose Si = CiOiS, où la constante q > est telle que 
M(5i) = 1. Comme Si = c^fT, Si est de la forme f{T, où f x G L}+ £ (\\T\\). 

On refait la même construction pour Si, avec des ouverts de diamètre < j^j. En appliquant 
itérativement le procédé, on obtient une suite de courants positifs fermés de masse 1, 
dont les supports convergent vers une certaine feuille L. Ainsi S^ — ► c[L], avec c > 0. Mais 
(Sk, 4>) > alors que {[L], (p) < 0, ce qui est contradictoire. □ 

Remarque 1.6. Le lemme IT31 a pour conséquence directe un résultat dû à N. Sibony Si : 
si C est une lamination transversalement totalement discontinue, et T est un courant positif 
fermé porté par C, alors T est uniformément laminaire. 

2. Le théorème d'approximation 

2.1. Structure C . Rappelons d'abord ce qu'on entend par fonction de classe C 1 sur une 
lamination. Une fonction / sur C sera dite de classe C 1 (£) si elle est C 1 le long des feuilles et 
que les dérivées de / le long des feuilles sont transversalement continues. On norme l'espace 
C 1 (£) de manière naturelle. 
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Il convient de remarquer que même si C est un feuilletage de classe G , une fonction C l {C) 
n'est pas nécessairement la restriction d'une fonction C 1 de l'espace ambiant. 

On a néanmoins dans ce cas un résultat d'approximation |Del Lemme 3.23], dont nous 
incluons une preuve succinte pour la commodité du lecteur. 

Lemme 2.1. Si C est de classe C 1 , toute fonction f G C l {C) est limite dans C l {C) de 
restrictions de fonctions C 1 de l'espace ambiant. 

Démonstration. Après redressement par un difféomorphisme de classe C 1 , on peut supposer 
que C est la lamination naturelle de B x t. Si g est une fonction continue sur r, on dispose 
d'un prolongement continu £{g) de g à C, où £ est l'opérateur de prolongement de Whitney 
C(t) — > C(C) (voir [El]). En particulier la fonction 

est définie dans B x C. Comme £ est linéaire et continu, le prolongement est C 1 par rapport 
à la variable z. Il ne reste qu'à convoler par un noyau régularisant de variable a pour obtenir 
l'approximation voulue. □ 

Remarque 2.2. Par un argument analogue à la preuve du Théorème 1 1 . 1 1 on montre que si L 
est une lamination par surfaces de Riemann plongée satisfaisant la conclusion du lemme, tout 
courant positif fermé dirigé par C est uniformément laminaire (voir également |De| Proposition 
3.22]). 

2.2. Approximation. La notation C désigne toujours une lamination par graphes au dessus 
du disque unité. On écrira L € C pour dire que L est une feuille (plaque) de C, et V l désigne le 
gradient le long de L. Pour p > 1 on désigne par W 1,P {C) l'espace de "Sobolev" des fonctions 
continues sur C dont les dérivées dans les feuilles sont dans LP, et varient continûment au 
sens où l'application L i— > V^/ est continue. On le munit de la norme 

II/IIwlp = \\î\\l°° + SU P \\^Lf\\ LP , 

qui en fait un espace de Banach. 

Le théorème d'approximation est le suivant. 

Théorème 2.3. Soit 1 < p < oo et f G C l (C). Ll existe une suite (/ n ) de fonctions lisses 
dans B x C telles que 

11/ — fn Ww 1 <p * 

n^oo 

sur tout compact. 

La preuve sera découpée en étapes et occupera le reste de la section. 

Localisation. Remarquons d'abord qu'en recollant des approximations locales avec une par- 
tition de l'unité, on peut se contenter de résoudre le problème dans un voisinage arbitraire 
{0} x D(0,r) de {0} x B. En particulier le coefficient de dilatation de l'équation de Beltrami 
(0) ci-dessous pourra être choisi arbitrairement petit. On renormalise ensuite pour considérer 
à nouveau une lamination dans B x C. 



Extension. Grâce au théorème de Slodkowski, on étend la lamination, toujours notée C, 
à B x C. On peut supposer que les feuilles sont des droites horizontales hors du bidisque 
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unité. Comme au <jl . H Pholonomie entre droites verticales vérifie maintenant une équation 
de Beltrami 



dh Z}Z > f dh Z}Z/ 



(i) = ^ H 



dw dw 



2r 
1 + r z 



où r été défini ci-dessus. L'application d'holonomie /i z,2: est définie dans {z} x C, et par la 
suite on écrira indistinctement h z ' z (z, w) et h z ' z (w). Remarquons que fi z ' z est défini dans C, 
et s'annule identiquement hors de B. 

Une première approximation. Sur C on dispose de deux systèmes de coordonnées : les 
coordonnées standard (z, w) dans IxCet les coordonnées (z, a), où a € C ~ {0} x C indexe 
la feuille L a à laquelle le point courant (z, w) appartient. 

L'application 

<3? : (z, w) i — > (z,a) = (z,h z,0 (z,w)) 

est un homéomorphisme qui redresse C, et qui est de classe C 1 (£). La fonction /o$ _1 est 
définie sur le fermé B x r de la lamination redressée. En utilisant le Lemme 12 .11 on approche 
/o$ _1 par des fonctions g n , de classe C 1 (au sens usuel) dans B x C pour la topologie C 1 de la 
lamination redressée. On a maintenant g n °& — > f dans W ,p (£), et les fonctions g n = f n °^~ l 
sont C 1 par rapport à la variable (z, a) (mais pas par rapport à (z,w)). Quitte à remplacer 
/ par un f n assez proche, il suffit donc de démontrer le théorème quand /o$ _1 (z, a) est C 1 
par rapport à (z,a). 1 

Convolution. On convole le coefficient de Beltrami [i z (w) = fi°' z (w) par un noyau régulari- 
sant £ (w). Le nouveau noyau ^ z £ {w) = [i z {w) * £ (w) est toujours holomorphe en z donc 
l'unique solution hs' z (w) injective et tangente à l'identité à l'infini de l'équation de Beltrami 
correspondante est l'holonomie d'une lamination par graphes £. £ dans B x C. D'après un 
théorème classique (voir Ahlfors [X]). w t— > he' z (w) est de classe C 1 , et quand e — ► 0, h £ ' z 
converge uniformément vers h°' z , et les dérivées de h^ ,z (par rapport à w) convergent en norme 
LP( K \ L'exposant p(n) tend vers l'infini quand k — > 0. On choisit k de sorte que p(n) > p, p 
fixé par l'énoncé du théorème. 

La famille de laminations C £ tend vers C au sens où la feuille L e (a) issue de (0, a) converge 
vers L a , uniformément relativement à a. Soit <£ e l'homéomorphisme de redressement de C e 
comme précédemment. On définit la fonction f e par 



f e (z,w)=fa$ 1 o® E (z,w) & f E o<ï> £ l (z,a) =/o$ h 



z, a) 



autrement dit après redressement, " f E = /". Il est clair que f e tend uniformément vers / 
quand e — > 0. Nous allons montrer que cette approximation résout notre problème. 

f e est C 1 . Il faut prendre garde au fait qu'une lamination dont l'holonomie est C 1 n'est 
pas un feuilletage C 1 en général (voir le très éclairant §6 de |PSWj ). Ici, nous allons vérifier 
que l'application de carte 

<S>- 1 :(z,a)^(z,w) = (z,(h° £ z )(a)) 



^Dans le cas, suffisant pour le théorème 11. Il où / est constante le long des feuilles, l'utilisation du Lemme 
I2.1l est superflue. Il suffit d'approcher uniformément / par des fonctions lisses dans la transversale {0} x C et 
d'étendre les fonctions lisses en constantes le long des feuilles. 



APPROXIMATION SUR LES LAMINATIONS 



V 



est de classe C 1 par rapport à la variable (z, a). Puisque h £ ' z (a) = <ç £ a {z) est holomorphe en 
z, il suffit de vérifier que les dérivées dans la direction verticale de h £ ,z (a) sont continues par 
rapport à (z, a). 

L'argument est le suivant (voir |CG| pp. 22-24] ou pQ) : soit /J. £ (a) le coefficient de Bel- 
trami associé à h £ ' z (a) ; fi £ (a) est C 1 en a et holomorphe en z. En particulier ^/i|(a) est 
continue en (z, a). On peut écrire -^he' z (a) = e v , où tp vérifie une équation de type Beltrami 
de variable z, dont le second membre est -Jj^p z (a). Ceci implique que les dérivées de h £ ' z dans 
la direction verticale sont uniformément bornées et Hôlderiennes d'exposant 1 — | en a. Par 

ailleurs J^h £ ' z , vue comme fonction de a, varie continûment dans LP relativement à la vari- 
able z, et donc continûment pour la topologie de la convergence uniforme, par équicontinuité. 
On en déduit la continuité de g^fre'* en la variable (z, a). 

Convergence en norme W 1,p . On fixe maintenant une feuille L de C, et on va montrer que 
||Vl/ £ — Vi/H^i.î, — > 0. Le lecteur vérifiera aisément que l'uniformité en L est conséquence 
de la preuve. 

Quitte à redresser par une application holomorphe, on peut toujours supposer que L = 
Lq = (w = 0). On pose f £ = f £ ° ^ë 1 (et de même pour /) de sorte que f £ (z,a) = f £ (z,w). 
Par définition de f £ , on a 

f £ (z,0) = J £ (z,hf(z,0)) = f(z,hf(z,0)), 

car h z '°(z,0) est le projeté du point (z, 0) sur {0} x C le long de C £ . Cette projection n'est 
certainement pas injective, puisque C £ est essentiellement parallèle à C. 

Deux cas se présentent : soit Lq est également une feuille de £ e , auquel cas f £ (z, 0) = f(z, 0) 
et il n'y a rien à démontrer ; dans le cas contraire, les intersections de L et C £ sont transverses 
sauf en au plus un nombre localement fini de points jBLSl Lemme 6.4], donc en un point 
générique de L, L est une transversale holomorphe locale à C £ . 

Le point crucial de la preuve est le lemme suivant. Il est peut être déjà connu des spécialistes, 
mais nous ne l'avons pas trouvé dans la littérature. Rappelons que pour toute paire de droites 
verticales {z} x C et {z'} x C, l'holonomie h z £ z est quasiconforme et de dilatation majorée 
par k. 

Lemme 2.4. Soient D\ et D2 deux transversales holomorphes locales à une feuille L £ de C £ . 
Alors l'holonomie 

h 1 ' 2 : Dx C U x — >U 2 CD 2 
est quasiconforme de dilatation majorée par k. 

En d'autres termes, la dilatation ne dépend pas des transversales, pourvu qu'elles soient 
holomorphes. 

Preuve du lemme. La lamination C £ est en fait un feuilletage de classe C , donc h 1,2 est 
différentiable. Pour simplifier les notations, dans la suite de la preuve nous omettrons les 
indices e. Si L est une feuille proche de L° on pose pour i = 1,2, pi = (zi,u>i) = Dj fl L, de 
sorte que h 1,2 (px) = P2- Les droites {zx} x C et {z 2 } x C sont des transversales respectives 
en px et p 2 , donc au voisinage de px, on peut décomposer h > en h Z2 > 2 o h Zl ' Z2 oh 1,Zl où h l,Zl 
(resp. h Z2 ' 2 ) envoie localement Dx sur {zx} x C (resp. {z 2 } x C sur D 2 ). 
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L'observation 2 est que h 1 '* 1 est différentiable au point p\, et sa différentielle est la projection 
de T pi Di sur {z{\ x C parallèlement à T Pl L. C'est une application C-linéaire, et donc son 
coefficient de Beltrami au point p\ est nul. Il en va de même pour /i 22 ' 2 en p2- Ainsi le coefficient 
de dilatation de h ' 2 en pi est majoré par k. □ 

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du théorème. On veut majorer f(z,0) — 
f(z,h £ '°(z,0)) en norme W 1,p . D'après la première approximation, / est C 1 , donc il suffit de 
montrer que les dérivées de ir £ : z i— > h £ ' (z, 0) sont petites en norme LP . 

D'après le lemme, au voisinage de tout point de transversalité de L = {w = 0} et C e , la 
projection ir £ est un homéomorphisme quasiconforme de coefficient de dilatation < /t. Donc 
hors d'un ensemble discret de points de L, ir £ vérifie une équation de Beltrami 

/„n dir e 8tt £ 

(2) -— = v——, avec \v\ < n. 

oz oz 

On identifie L et D et on étend v à C par zéro. Toutes les solutions de cette équation sur D 
sont de la forme tt £ = u £ o k e où k e est l'unique homéomorphisme tangent à l'infini solution 
de (j2j) et u £ est holomorphe sur fc e (D) |DBj . En particulier ||V/c £ || L p < C où C ne dépend que 
de k, et les modules de continuité (Hôlder) k £ et fcj 1 ne dépendent également que de k. 

Par ailleurs, C £ est proche de C, donc les feuilles de C £ issues de L coupent {0} x C près 
de 0. En particulier l'image de ir £ , c'est à dire celle de u £ est de petit diamètre. On fixe un 
disque légèrement plus petit D(0, 1 — S) CC D. On a alors l'estimation 

dist(d(k £ {D(0,l - ô)),d{k £ {B))) > c(k)ô 9( - k \ 

et donc d'après la formule de Cauchy, les dérivées de u £ sont uniformément petites sur 
k e (D(0, 1 — ô)). On en conclut que les dérivées de k £ = u £ ok £ sont petites en norme LP 
sur tout compact. □ 
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